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摘  要：对桩侧土及桩端土均采用线性荷载传递函数，同时，考虑桩周土所分担的荷载对单桩荷载传递规律的影响，利用力

学理论及微分方程的近似解法—子域法，推出了刚性承台下变截面柔性单桩与地基相互作用的系列近似解析算式，并通过算

例，将承台下变截面柔性桩的情况与同体积的等截面柔性桩的情况进行了对比。对比表明：改变桩型能提高柔性单桩及单桩

承台的承载力。将模型试验结果与计算结果进行了比较，验证了解析算式的可行性。 
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Linear analysis of interaction of flexible piles with variable  
cross section and ground soil under rigid pile cap 

 
LIU Jie1，2，ZHANG Ken-neng2 

(1. Department of Civil Engineering，Zhuzhou institute of technology，Zhuzhou  412008，China； 
2. College of Resources，Environment and Civil Engineering，Central South University，Changsha  410083  China) 

 

Abstract: Based on using linear load transfer function to pile-side soil and pile-end soil, and considering influence of sharing load of 
the pile-side soil on load transfer law of piles, and using theory of mechanics and approximate solution method—district method of 
differential equation，a set of approximate analytical formulas of interaction for a flexible single pile with variable cross section and 
ground soil are derived. For rigid pile cap, situation of flexible pile with variable cross-section are compared with situation of flexible 
pile with constant cross section by an example; the results show that the bearing capacity of the flexible pile and the composite 
foundation may be raised by changing pile type. The results of the model test are compared with the results. It is shown that the 
proposed method has good precision. 
Key words: rigid pile cap; flexible pile with variable cross section; interaction 
 

1  前 言 

在工程实际中，一般利用柔性桩与桩周土一起

组成柔性桩复合地基。目前，柔性桩复合地基常见

的有：土桩、灰土桩、二灰桩、水泥土桩、CFG 桩、

低强度混凝土桩等多种类别，研究承台下柔性单桩

荷载传递规律有重要的实际意义。文[1]用荷载传递

法分析了柔性桩复合地基的性状；文 [2]利用

Mindlin 应力解答和分层总和法及桩间土刚性滑动

模型，分析了柔性桩的荷载传递规律；文[3]利用有

限单元法分析了复合地基中的桩土相互作用问题；

文[4]利用有限里兹单元法分析了成层土中桩土相 

互作用问题；文[5]提出了复合本构方法计算柔性桩

复合地基的沉降；文[6]利用 Poulous 的结果对搅拌

桩的性状进行了探讨。以上方法，或是将柔性桩复

合地基作为整体考虑，不能显示出桩与桩周土的相

互作用特征；或是分析自由单桩的荷载传递规律，

未考虑桩周土所分担的荷载对桩基荷载传递规律的

影响，因而，不能完全反映出柔性桩复合地基的工

作性状。文[7]通过实验得出了自由单桩在有边载和

无边载条件下桩的荷载传递规律有明显的区别，并

指出：由于桩间土承载能力的发挥，复合地基中桩

的承载特性与自由单桩不同。文[8]～[11]利用现场
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试验和有限元分析方法对变截面石灰土井桩进行过

系列研究，并指出变截面石灰井桩与普通石灰井桩

相比，单位体积承载力有大幅度地提高，同时指出：

柔性单桩是典型的摩擦桩，桩侧摩阻力在桩所承担

的荷载中占相当大的比例，且其桩侧摩阻力首先在

桩顶附近达到最大值，尔后，逐渐地向下发展，但

也未考虑桩周土所分担的荷载对石灰土井桩荷载传

递规律的影响。众所周知：柔性桩复合地基的承载

能力取决于柔性桩的置换率及单桩的承载能力；同

时，地基土的强度一般随深度而增加。因此，如果

将柔性桩做成如图 1(a)或图 1(b)所示的形状，既能

充分利用地基土的天然特性，也能充分利用桩侧摩

阻力的特点来提高柔性单桩的承载能力，同时，也

提高了基础底面以下一定深度范围内柔性桩的置换

率，使基底以下一定深度范围内的土层形成类似于

天然地基的硬壳层，提高附加应力的扩散能力，从

而，达到有效提高复合地基承载力的目的。 
本文对桩侧土及桩端土均采用线性荷载传递函

数，同时，考虑桩周土所分担的荷载对单桩荷载传

递规律的影响，利用力学理论及微分方程的近似解

法—子域法，探讨了刚性承台下变截面柔性单桩与

地基的相互作用问题，并指出了：改变桩型能提高

单桩及其单桩承台的承载力。为了验证本文方法的

可行性，笔者将模型试验结果与本文计算结果进行

了比较，对比表明：本文方法有较好的精度。 

 
 

图 1  桩土计算体系 
Fig.1  Calculation system of pile-soil 

 

2  桩土荷载传递函数及基本假定 

(1) 忽略桩周土的径向位移及承台外土的竖

向位移，并设桩及承台下的桩周土轴向变形均匀；

(2) 设承台绝对刚性，即承台下的桩土竖向位移相

等；(3) 桩土之间的摩擦阻力及承台边缘的各竖直

面上的摩擦阻力（如图中虚线所示）及桩底和桩周

土底阻力分别采用式(1)～(3)所示的线性模型： 
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式中  kp，ks 分别为桩土之间和土与土之间的抗剪

刚度（kN / m3）；kb为桩端土抗压刚度；wp(z)，ws(z)
分别为桩截面和承台下桩周土截面的轴向位移；sb

为桩底位移；ss为桩周土底位移。 

3  桩土相互作用分析 
考虑到桩的变截面特性，为此，将桩分成 N 段，

每段建立如图 1 所示的局部坐标 zi。图 1 中：hi为

第 i 段桩的长度 (i＝1，2，…，N )，设桩长为 l。第

i 段桩的平均半径 
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为研究桩土相互作用，取如图 1 所示虚线区域的桩

土体系为研究对象，从第 i 段桩体上取微段 dzi为分

析对象，受力如图 2 所示，由微段的竖向平衡条件

及轴向拉压虎克定律，同时，利用式(1)～(3)可得桩

的控制微分方程为 
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式中  Pi (zi)为第 i 段桩截面上的轴力；Ep为桩的弹

性模量；wpi (zi)为第 i 段桩截面的轴向位移；wsi (zi)
为第 i 段桩周土截面的轴向位移。 

从第 i 段桩周土中取出微段 dzi 为研究对象，

受力如图 3 所示，由微段的竖向平衡条件及轴向拉

压虎克定理，同时，利用式(1)～(3)，可得桩周土的

控制微分方程为 
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式中  Es为桩周土的变形模量；Psi(zi)为第 i 段桩周

土截面上的轴力。联立式(4)，(6)可得 
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图 2  桩单元受力图 

Fig.2  Bearing force of pile element 
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求解式(8)可得 

  iiiiiiii zzzz
ii ececececzw 2211

4321p )(   ＝    (10) 

式中 

         












    2/)4(

;  2/)4(

2
2
112

2
2
111

iiii

iiii




     (11) 

将式(10)代入式(6)，由微分方程理论可得式(6)
的解为 
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jisiijiA  ＝ ，( j＝1，2；以下同)。 

由微分方程理论可知：式(10)，(12)必须使式(4)
恒成立，代入式(4)可知：两式无法精确的满足式(4)，
在此，利用微分方程的近似解法—子域法，也就是

使式(10)，(12)满足如下两个积分方程： 
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将式(10)，(12) 代入式(13)可得待定系数为 
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将式(10)，(12)分别代入式(5)，(7)，同时，考

虑式(14)，可得桩身截面及承台下桩周土截面上的

轴力计算式 Pi(zi)，Psi(zi)，并将其计算式与式(10)，
(12)一起写成矩阵形式，即 
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本问题的边界条件为 
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式中  wpi(0)，Pi (0)分别为第 i 段桩底截面的位移和

轴力；wsi(0)，Psi(0)分别为第 i 段桩周土底截面的位

移和轴力。 
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图 3  土单元受力图 
Fig.3  Bearing force of soil element 
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    将式(19)代入式(16)，可得待定系数矩阵为 

              )0(1
iHC＝ Xi(0)           (20) 

式中  )0(1
iH 为 zi＝0 时，Hi(zi)矩阵的逆矩阵；

Xi(0)为第 i 段桩底和桩周土底截面状态向量，  
Xi(0)＝[wpi(0)  －Pi(0)  wsi(0)  －Psi(0)]T 

将式(20)代入式(16)可得第 i段桩土任意截面状

态向量与该段桩底及土底截面状态向量的关系为 

        Xi(zi)＝Di(zi)Xi(0)             (21) 

式 中 Di(zi) 为 第 i 段 桩 土 的 传 递 矩 阵 ，

)0()()( 1
iiiii HzHzD ＝ 。 

利用式(21)可逐段求出在任意承台荷载作用

下，桩截面及承台下桩周土截面上的位移和轴力，

从而，可得出桩截面与桩周土截面上的轴力及位移

随深度变化的规律。 
各段之间的连续性条件为 

Xi+1(0)＝Xi (hi)，( )1,2,,1 Ni 　＝   (22) 

式中  Xi+1(0)为第 i+1 段桩及桩周土底截面状态向

量；Xi (hi)为第 i段桩及土顶截面状态向量；Xi+1(0) ＝
[wpi+1(0) －Pi+1(0)  wsi+1(0) －Psi+1(0)]T；Xi (hi)＝
[wpi(hi)  Pi(hi)  wsi(hi)  Psi(hi)]T。 

由式(21)，并利用连续性条件式(22)可得桩顶及

桩周土顶截面状态向量与桩底及桩周土底截面状态

向量的关系为 

          XN 


1
))((

Ni
ii hD＝ Xb           (23) 

式中  XN为桩顶截面状态向量，XN =[sp  Pp  st  Pt]T，

sp，st分别为桩顶及桩周土顶沉降；Pp，Pt分别为桩

顶及桩周土顶荷载；Xb为桩底及桩周土底截面状态

向量，Xb＝[sb －kbAbsb  ss －kbAsss]T；Ab 为桩底截

面积；As为桩周土底截面积。 
利用式(23)可方便地绘制出任意承台荷载作用

下桩顶及桩周土顶、承台的荷载-沉降曲线。 
采用本方法计算的步骤是：首先，利用式(23)

列出桩顶沉降和桩周土顶沉降相等的方程，即通过

sp=st确定桩底位移 sb和桩周土底位移 ss的关系式。

再假设一系列的桩底位移 sb1，sb2，…，并利用 sb

与 ss的关系式确定相应的桩周土底位移 ss1，ss2，…

然后，利用式(21)可逐段求出任意桩底位移所对应

的桩截面及承台下桩周土截面上的位移和轴力，利

用式(23)可绘制出桩顶及桩周土顶、承台的荷载沉

降曲线。本文方法同样适用于桩顶沉降和桩周土顶

沉降不相等，但桩顶荷载及桩周土顶荷载为已知或

桩顶荷载和土顶荷载相等时截面上轴力、位移及荷

载与沉降关系的确定。 

4  算例与分析 

算例 1：设两柔性单桩承台，其中，一承台下为

变截面柔性单桩；另一承台下为体积相同的等截面

柔性单桩；等截面桩半径为 0.25 m，变截面桩底半

径为 0.1 m，承台尺寸均为 1.0 m×1.0 m，桩长均为

10.0 m，桩的弹性模量 Ep＝150 MPa。取计算参数 kp

＝1 200 kPa / m，ks＝900 kPa / m，kb＝2 500 kPa / m，

桩周土的变形模量为 Es＝1.5 MPa。图 4～6 分别为

承台上总荷载 P＝200 kN 时，变截面桩与等截面桩

的轴向力和轴向位移、桩侧摩阻力随深度 z 变化的

关系曲线。由图 4 可看出，变截面桩分担的荷载比

等截面桩分担的荷载大，但变截面桩传至桩底的轴

力反而比等截面桩传至桩底的轴力要小，同时，由

图 5 可看出：变截面桩桩顶沉降反而比等截面桩桩

顶沉降要小，这主要是由于变截面桩侧摩阻力比等

截面桩侧摩阻力大，图 6 证实了这一点。图 7，8
分别为变截面和等截面桩、承台的荷载沉降曲线。

由图 7，8 可看出：变截面桩及承台的承载力均大于

等截面桩及承台的承载力。因此，改变桩型对桩的

荷载传递有一定影响，并能提高单桩及相应的单桩

承台的承载力。  
算例 2：模型实验。该模型实验在为 1.5 m×1.5 m

×1.5 m的钢制箱中进行，承台尺寸为 0.4 m×0.4 m，

桩长为 1.0 m，桩体材料为水泥与粘土混合料，水  
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图 4  桩身轴力与深度的关系 
Fig.4  Relation between axial force in pile and depth 
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图 5  桩轴向位移与深度的关系 
Fig. 5  Relation between axial displacement and depth 
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泥渗入量为 10 %，桩顶直径为 0.2 m，桩底直径为

0.1 m。成桩方式：首先采用钢制模具静压成孔，然

后夯填混合料，并在桩的对称轴上置一直径约 2.5 
cm 伸至桩端的塑料管，且每隔 0.2 m 沿侧面对称

粘应变片，以便测量相应位置的应变，并通过

所测应变值确定桩截面上的内力。由室内试验测

得桩的弹性模量为 Ep＝148.5 MPa，桩周土压缩模量

E＝3.15 MPa，然后，利用 ])1(21[ 2
s  EE＝ 确定

土的变形模量。由孔底静载实验测得 kb＝1.85×103  

kPa / m，取模型桩侧土压力的平均值作为直剪试验

的法向应力。由直剪试验测得 kp＝856 kPa / m，ks

＝782 kPa / m。图 9 为作用在承台上的荷载是 6 kN
时，桩身轴力沿深度 z 变化的关系曲线；图 10 为承

台的荷载-沉降曲线；由图 9，10 可看出，实测值与

计算值相当接近。这说明本文方法是可行的。 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5  结 语 
（1）本文提出了变截面柔性桩复合地基的概

念；提出了刚性承台下变截面柔性单桩与地基相互

作用的解析算法，且推导出了一系列的近似解析算

式，这对工程设计有一定的指导意义。 
（2）指出了：改变桩型能提高单桩及其单桩承

台的承载力。 
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图 9  桩身轴力与深度的关系 
Fig.9  Relation between axial force in pile and depth 
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图 6  桩侧摩阻力与深度的关系 
Fig.6  Relation between skin friction and depth 
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图 7  桩顶荷载-沉降曲线 
Fig.7  Load-settlement curve of pile-top 
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图 8  承台荷载沉降曲线 
Fig.8  Load-settlement curve of the pile cap 
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图 10  荷载-沉降曲线 
Fig.10  Load-settlement curve of the pile cap 
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